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Abstract 
Decoste, H., Series indicatrices et q-series, Theoretical Computer Science 117 (1993) 169-186. 
There are two q-analogues for the exponential function, and each of them appears naturally as 
a q-series associated with the species E of all sets. This is the starting point for our definition of two 
canonical q-series associated with any species, resulting in q-analogues for counting sequences of 
combinatorial structures. We first give properties and examples, with tables that were computed 
with the help of Maple. Then we show that one of these q-analogues has positive coefficients. This 
observation leads to a theoretical exploration of these coefficients. 
R&-urn> 
Decoste, H., Series indicatrices et q-series, Theoretical Computer Science 117 (1993) 1699186. 
Les deux q-analogues classiques de la fonction exponentielle apparaissent de facon naturelle comme 
q-series associees a l’espece E des ensembles. Cette observation permet de definir deux q-series 
canoniques pour une espece quelconque, obtenant ainsi des q-analogues des suites &urn&ant les 
structures combinatoires consider&es. On en donne d’abord des proprietts et exemples, avec des 
tables de valeurs calculees par Maple. Puis on montre que l’un de ces q-analogues est a coefficients 
positifs et on explore plusieurs formules likes a l’ttude formelle de ces coefficients. 
1. Introduction 
Dam la littkrature classique on trouve deux q-analogues pour la fonction exponen- 
tie11 ex, soit les fonctions 
et 
E(x;q)== c f= l 1 1 
nB0 ‘4 (1 -(l -q)x) (1 -(l -q)xq) (1 -(l -q)xqZ) ‘.. 
E<x;q)=~q(‘;)~=(l+(l-q)x)(l+(l-q)xq)(l+(l-_q)xq2) . ..) 
n>O ‘4 
(1) 
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oti n!, = (1 - q)( 1 - q2) ... (1 - q”)/( 1 - 4)” est le q-analogue classique de l’entier n!. 
Now avow ici volontairement utilise une notation differente de la notation classique 
pour ces deux fonctions afin de les situer d&s maintenant dans le contexte de ce travail. 
En effet, ces deux fonctions apparaissent naturellement dans la theorie des especes de 
structures comme q-series assocites a l’espece E des ensembles. On les obtient par une 
substitution appropriee, d’une part dans la serie indicatrice de cycles [6] et d’autre 
part dans la serie indicatrice d’asymetrie [9], comme le montre la proposition qui suit. 
Proposition 1.1. Soit E l’espkce des ensembles, ZE sa sbrie indicatrice de cycles et r, sa 
sbrie indicatrice d’asymbtrie. L’unique substitution de la forme xi:=Ui(q)X’, i>, 1, qui 
satisfait 
Z&l, x2, ... 1 lx,:=u,(q)xl= 15
n>O ‘4 
est don&e par ui(q)x’=(l -q)‘x’/(l-4’). De plus cette substitution est aussi la seule 
telle que 
rEtx 1, x2, . . . ) Ix,:=ui(q)x’ = c 
IlaO 
Preuve. Rappelons que 
c &in 1 (-1)".'x./n 
ZE(xl, x2, . ..)=e”“’ et rE(xl, x2, . ..)=e”“’ 9 
ecrivons Ui pour U,(q) et posons 
Pour que E(x;q) soit egal a C,30x”‘n!q, il faut que sa q-d&iv&e satisfasse 
D, E(x; q) = E (x; q), c’est-a-dire 
Ekd--Eqx;q) 
(l-q)x 
= E(x;q). 
Aprb reduction, on obtient 
e(4 - 1) U1X+t(q2-I)UZX2 
et, prenant le logarithme, 
+ j($-l)ug3+ “’ 
=1-(1-q)x 
(q- l)u,x++(q2- l)u2x2+$(q3-1)u3x3+ ... 
= -[(1-q)x+$(l-q)2X2+ . ..I. 
doti, pour ial, (qi-l)ui=-(1-q)‘. Ainsi, ui(q)“‘=(l-q)‘X’/(l-q’) est l’unique 
solution. On pro&de de facon similaire pour E (x;q) = I”(x,, x2, . . .) lxi:=u,(dr’ . 0 
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Chaque espece de structures F possede une serie indicatrice de cycles Zr et une serie 
indicatrice d’asymetrie r,. I1 est alors nature1 d’utiliser resultat de la Proposition 1 .l 
pour definir les deux q-series que nous associerons a une espece quelconque. En 
particulier nous nous inttresserons aux exemples suivants: l’espece des ordres 
lineaires, celle des sous-ensembles de cardinal k, des permutations, des cycles, des 
arborescences et des endofonctions. 
DCfinition 1.2. Si F est une espece de structures, alors ses deux q-series associees, 
notees F(x;q) et F (x;q), sont definies respectivement par 
F(x; q)=ZF(xl, x2, x3, . ..)lx._(l-dxz et 
* l-q’ 
F<x;q)=T,h, xz, x3, . ..)I ._(l-q)‘r’ . 
X1.-I-q’ 
(3) 
On vbrifie aisement, a partir de resultats semblables pour les series indicatrices, que 
ces deux q-series satisfont une propriete remarquable d’interpolation entre des series 
importantes de la theorie, 
lim F(x; q)= F(x), 
4-1 
lim F(x;q)=f(x) et 
q-0 
lim F(x;q)=F(x), lim F (x; q ) = F(x), 
4-1 q-r0 
(4) 
F(x)= &/n!, F”(x)= c ixn et F(x)= C xx” 
?lBO II>0 ?I20 
dtsignent respectivement la slrie generatrice exponentielle, la serie generatrice des 
types (structures a isomorphisme p&s) et la serie gentratrice des types d’asymetrie de 
l’espece F. Ainsi, en ecrivant 
(5) 
on obtient que les deux suites de polyndmes (voir Proposition 2.1) f,(q)etf, (q) sont 
des q-analogues de la suite (fn)nao &rum&ant les structures d’espece F, qui tiennent 
compte non seulement de leur nombre mais aussi des classes d’isomorphisme de ces 
structures. De plus, nous verrons au Thtoreme 2.2 que le premier de ces q-analogues 
est toujours a coefficients entiers positifs; nous sommes done en presence d’un 
veritable q-analogue de la combinatoire. Ceci nous am&e a considerer non settlement 
le calcul d’exemples explicites mais aussi l’etude thtorique de ces q-series. Ce travail se 
situant dans le cadre de la theorie des especes de structures, nous invitons le lecteur 
qui desire en revoir les resultats de base a consulter [4, 6, 121. 
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2. PropriMs et exemples 
Le fait que ces q-analogues tiennent compte de l’action du groupe symetrique sur les 
structures considtrtes peut donner lieu a plusieurs q-analogues distincts pour une 
meme suite de nombres. Ceci se produit lorsque la suite consider&e Cnumere les 
structures de deux especes ayant des series indicatrices differentes. Par exemple dans le 
cas de la suite factorielle (n!) na 0, le modele des ordres lineaires dun ensemble de 
cardinal n conduit au q-analogue classique n!, = (1 - q)( 1 - q2) -.. (1 - q”)/( 1 -q)“, 
puisque les structures de l’espece L des ordre lineaires n’ont pas d’automorphismes 
autres que l’identite. De meme, pour les coefficients binomiaux (i), le modele des 
sous-ensembles de cardinal k de l’ensemble [n] = (1,2, . . . . n> conduit aux deux 
q-analogues classiques 
n [I n!, n k 4 =k!,(n-k)!, et k q=q 0 (:)+(“;“) % k!,(n- k)!, 
Par contre le modele des permutations (endofonctions bijectives), regrouptes dans 
l’espece S, est equivalent a la don&e, pour chaque cardinalite, de l’action du groupe 
symttrique sur lui-meme par conjugaison. 11 conduit a deux nouveaux q-analogues de 
la suite (n!),ao, notes s,,(q) et s,,(q), donnes explicitement par 
S(w)= c s&d$ 
It>0 4 
et S(x;q)= C s.O$ 
II>0 4 
Oh 
Gd = c ij(I-q’)‘-“’ et s,(q)= 
iCn i=l 
in1 ?z:’ (6) 
~=ld’pl...nd” l+q4 ‘. 
On obtient ces formules en substituant directement dans les series indicatrices Zs et r, 
C6, 91, 
.>oWl.dz,...) 
Cid,=n 
de I’espece S des permutations. Les premieres valeurs sont presentees dans la Table 1. 
Plus generalement, lorsque les coefficients des series indicatrices de cycles ZF et 
d’asymetrie rF sont connus, on peut utiliser les polynomes P,(A;q) de la Proposition 
2.1 qui suit pour calculer explicitement les deux q-series associees a l’espece F. 
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Table 1 
Les deux q-analogues de n!. n < 6, obtenus de I’espkce S des permutations 
n s,(q) s.(q) 
0 1 
1 1 
2 2 
3 3+q+qz+q3 
4 5+2q+5qZ+4q3+5q4+2q5+q6 
5 7+5q+11q2+16q3+20q4+20q5+18q6 
+12q7+7q*+3qg+q10 
6 11+8q+23qz+37q3+61q4+73q5 
+98q6+93q7+97qs+78q9+63q1’ 
+37q”+27q’~+9q’3+4q’4+q’5 
1 
2q 
2q+2qz+2q3 
2qf4q=+6q3+6q4+4q5+2q6 
2q+6qZ+12q3+18q4+22q5+22q6+18q7 
+12qs+6q9+2q” 
2q+8q2+20q3+38q4+60q5+82q6 
+98q7+104qs+98q9+82q’0+60q’1 
+38q’2+20q13+8q’4+2q15 
Proposition 2.1. Soit F une espbce de structures, ZF et r, ses sbries indicatrices de cycles 
et d’asymhie, 
Z&l, x2, ... I= 
Vl.dz,...) 
Cidi c 30 
f-F@13 x2, ... )= c 
xd,ixF . . . 
asymF(dl, ‘2, .“)Idld rzdzd , ’ 
(dl,dz,...) 
1. 2. ..’ 
xidc < cc 
Alors, pour n 3 0, les coeficients de x”/n!, duns F (x;q) et F (x; q) sont donnts respective- 
ment par 
oit, pour chaque partage /z de n, de type ld’2d’ ‘.., P,,(A;q) est un polynBme en 
q LI coeficients entiers, de degrb n(n- 1)/2, d@ni par P,,(&q)=nl ,<i<n(l -qi)‘-d’. 
Preuve. Les expressions don&es en (8) s’obtiennent de la dlfinition par dkveloppe- 
ment direct de (3), en remarquant que 
Xfl xd2’ . . . (1-q)'x'= 
x:=l-q’ I-I i21 (i-qi)‘-d’~=P,(~;q)~. 4 4 
On peut voir qu’il s’agit bien de polyn6mes A coefficients entiers, soit en les 
dkomposant en facteurs lintaires et en vkrifiant que chacun apparait avec un 
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exposant positif, ou bien en utilisant le fait que les coefficients q-multinomiaux ainsi 
que les q-factorielles n!, sont des polyndmes a coefficients entiers et en vtrifiant que 
n 
P,(A;q)= 1, . ..) 1,2, . ..) 2, . . . 
I -c--y’--’ 4 
(1 -q)“+, fi (i- l)!$ 
i=l 
dl 4 
Pour voir les details de ces deux approches, le lecteur pourra consulter [4, pp. 113 
et 1191. 0 
On obtient facilement, par calcul symbolique, une table des Pn(12;q) et la formule (8) 
permet alors de calculer les exemples pour lesquels les coefficients de series indicatrices 
sont soit connus explicitement, comme pour l’espece des cycles, soit deja inclus dans 
des tables de valeurs, comme pour les esptces moleculaires ou atomiques sur des 
petites cardinalites [9, 131. Pour l’espece C des cycles, on a 
On obtient done (Table 2) 
cdd=;&(d) 
(I-q)...(l-q”) 
din 
(1 _qd)n,d 
En examinant les exemples present&s jusqu’a maintenant, on observe que les 
q-analogues obtenus ont tous leurs coefficients positifs. Ce n’est malheureusement pas 
le cas en general pour le deuxieme q-analogue, comme le montre la Table 3. 
Considerons les variables Xi des series indicatrices comme etant les fonctions de la 
base des <<power sums )), Xi:=1 ka 1 t:. De cette facon, on obtient deux fonctions 
Table 2 
Les deux q-analogues de (n - l)!, n $6, obtenus de l’esptce C des cycles 
n c.(q) c,(q) 
1 1 
2 1 
3 l+q3 
4 1+q1+q3+2q4+q5 
5 1+qZ+3q3+4q4+6q5+4q6+3q7+q8+q10 
6 1+2q2+5q3+8q4+llq5+17q6 
+16q7+17q*+15q9+12q”‘+7q1’ 
+6q=+2q13+q14 
1 
4 
q+q* 
q+q2+2q3+q4+q5 
q+2q2+3q3+4qd+4q5+4q6+3q’+2q8+q9 
q+2q2+5q3+8q4+13q5+14q6 
+18q’+16q8+15q9+llq10+9q1’ 
+4q’2+3q’J+q’4 
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Table 3 
Les deux q-analogues associks aux espices atomiques SW n 4 4 points 
n A a,(q) a,(q) 
1 x 1 1 
2 E2 1 4 
3 E, 1 q3 
C, 1+q3 q+q2 
4 E4 1 q6 
Ed 1+q6 q3+q4+q5-q6 
G”E, 1 +q2+44 $+q4+45 
pir 
c: 
1+2qZ+2q4+q6 q+3qa+q4+2q5-q6 
1+qz+q3+2q4+qs q+qZ+2q3+q4+q~ 
EZoXZ 1+q+3qZ+2q3+3q4+q5+q6 2q+2qz+4q3+2q4+2q5 
symetriques en (I, t2, . . . qui a leur tour donnent lieu, par sptcialisation principale, 
&:=(l-q)xqk-I, aux deux q-series F(x;q)etF(x;q): 
[ 
ZF(X 1, x2, x3, . ..)I ._ xi.-c,, ,5; 
II ck:=(l-q)xq’-’ 
=zF(xl, x2, x3, *.. )(x:_(l-q)‘x’=F(x;q), 
I l-q’ 
(10) 
=G(x1, x2, x3, ... )),:_(‘-&=F(x;q). 
’ l-q’ 
Dans le cas de F (x;q), l’expression entre crochets, ZF(xi:=Ck 3 r th), est la fonction 
symetrique associte a la suite (@p,)nao de representations lintaires de 6, dtfinie par 
I’espece F de la facon suivante: pour chaque n 20, on denote par Y(F [n]) l’espace 
vectoriel librement engendre par I’ensemble F [n] et par Qn la representation lineaire 
dtfinie par 
&+ht(Y(F[n])) 
pour sEF[n]. Cette representation a pour caractere x0,, od 
seF[nl uF~s=s 
Ainsi la serie indicatrice ZF n’est rien d’autre que la serie de caracteres 
CnBo(lIn!)C~EG.X~(~)1(~), od z(o)=x?...x:“, Gi = nombre de cycles de longueur 
i dans la permutation 0’. Cette observation permet de prouver la positivitt du premier 
q-analogue F(x;q). 
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Thtorkme 2.2. Soit F une espkce de structures, alors, pour chaque n 20, fn(q) est un 
polynbme en q b coejticients entiers positifs. 
Preuve. Pour poursuivre le developpement commence a la formule (lo), utilisons le 
fait que les fonctions symetriques assocites aux representations irreductibles (Qn)i.+,, 
du groupe symetrique 6, sont les fonctions de Schur (s~)A+~ [1.5]. On obtient alors 
F(w)= Z&1,x2, ~3, ..X:_~,,,i; 
[ II &:=(l-q)xqk- 
= wA(51, <z, . ..) II 5&=(l-q)q-’ ’ 
ou ml 2 0 est la multiplicite de la representation irrtductible Qn dans @,, . De plus, 
%(i;l, 52, ...)l~k:=(l_q)xq’-‘= T,(Y)$ oil T,(q)= 
q(pL)-“nl 
‘4 nIhijls “. 
Or Stanley a montre [ 161 que Tn(q) est un polyndme en q i coefficients entiers positifs, 
q-comptage des tableaux de Young ([hij], etant le q-analogue de la longueur 
d’equerre hi j). Done, pour n 2 0, fn (4) = C Akn m, T,(q) est un polynome en q g coeffici- 
ents entiers positifs. Cl 
Pour le calcul d’exemples plus sophistiqds nous aurons recours a la prochaine 
proposition qui decrit le comportement des q-series devant les operations combina- 
toires de somme, produit et substitution. En ce qui concerne la derivation, le calcul de 
F’(x;q) et F’(x;q) doit etre fait a partir de la definition, en utilisant le fait que la 
derivation commute aux series indicatrices: 
F’<x;q)=(&+x,, xz.2 41 Il_q),xi. (11) 
xi:=l-q’ 
Proposition 2.3. Soient F et G deux es&es de structures. Alors leurs q-stries associkes 
satisfont les relations 
(1) (F+G)(x;q)=F(x;q)+G(x;q),(F+G)(x;q)=F(x;q)+G(x;q), 
(4 (FG)(x;q)=F(x;q)~G(x;q),(FG)<x;q)=F<x;q).G(x;q), 
(3) (F” Ww)=ZF(G(xl;q), Ww?), G(x3;q3), . ..)lX.:_(tl~j;~~‘, 
(F”G)(x;q)=T,(G(x,;q), G(xz;q*), G(x3;q3), . ..)I ._(l-W. x,.-1-g’ 
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Preuve. Ces formules s’obtiennent de rCsuitats analogues pour les shies indicatrices 
de cycles [4, 6) et d’asymttrie [9]. 0 
Exemple. Arborescences et Endofonctions. 
Dans [S, lo], G. Labelle donne des formules explicites pour les coefficients des 
shies indicatrices de l’esptice & des arborescences et &HQ! des endofonctions. On 
pourrait utiliser ces formules, en conjonction avec les polynbmes P,(A;q) de la 
Proposition 2.1, pour donner des q-analogues des suites (+)n2 1 et (~zd,,),~ 0 
hum&ant les arborescences et les endofonctions sur [n] = { 1,2, . . . , n >. Nous allons 
plut6t utiliser un systkme de calcul symbolique pour calculer itkrativement les 
premihes valeurs. Les espkces de structures &’ et 6nd satisfont les Cquations 
combinatoires 
d=XXE(&) et S&=S(d). 
Par passage aux q-dries, d’aprh la Proposition 2.3 et les formules (2) et (7), on obtient 
~(X;q)=X.((Eo~)(x;q)) 
=Xed(x,;q)-f.~(X2;4~)+f~~(X3;43)- .‘- lx.:_(-)‘,~’ 9 
t l-q’ 
bnd(x;q)=(S~d)(x;q) 
(13) 
1 
=(I -dh;q))(l -~Cw?))(l -I) ... (I-q)‘x” 
(14) 
=l-q’ 
1-d(x2;q2) 
&~~<x;q)=(sO4(x;q)= l_d(x ‘q) 
1, (1 -q)‘x’ 
xi:=I-q’ 
Si dck)(x;q) est une approximation ayant un contact d’ordre k avec d(x;q) c’est- 
&dire ayant les m&me coefficients jusqu’g l’ordre k, alors la formule (12) permet 
d’obtenir une meilleure approximation, 
dck+‘)(x;q)=x termes de degrl,<k+ 1 dans 
xe .~(k)(,l;q)+f~(k)(Xl;ql)+f~(k)(Xg;qS)+ ‘.’ 1 ,_u -qYxi, 
x’.-I--q’ 
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Table 4 
Les deux q-analogues associks aux espkes d et &ad sur n < 6 points 
Arborescences Endofonctions 
n 462) ““(4) end,(q) 
1 1 1 1 1 
2 1+q 1+q 3+q 1+3q 
3 2+3q+3qz+q3 1+3q+3qz+2q3 7+8q+8q2+4q3 3+9q+9qz+6q3 
4 4+9q+14q2+16qS 2+7q+12qZ+16q3 19+33q+57q2+60q3 6+29q+48qz+66q3 
+12q4+7q5+2q6 +14qb+9q5+4q6 +51q4+27q5+9q6 +56q4+37q5+14q6 
5 9+26q+54q2+84q3 3+17q+4oq2+72q3 47+128q+269q2 15+83q+200q2+358q3 
+108q4+112qS +99q‘++114q5+108q6 +420q3+539q4+562q5 +497q4+572q5+542qC 
+99q6+71q’+41qS +85q7+53qs+26q9 +496q6+355q7+204qs +425q7+267q8 
+17q9+4q’O + Sq’O +85qg+20q’0 +128q9+38q” 
6 20+75q+189q2 6+40q+121q2+268q3 130+441q+1140q~ 34+236q+719q2 
+365q3+590q4 +472q4+708qS+927q6 +2179q3+355oq4 +1604q3+2824q4 
+822q5+1006q6 +1071q’+1102qs +4906q5+6060q6 +4254q5+5561q6 
+1096q7+1065q8 + 1010q9 + 824q’O +6554q7+6411qs +6443q7+6618qs 
+ 923q9 + 706q” + 5886” f 363q” +5526q9+4255q1” +6080q9+4940q’0 
+474q1’ + 27Oq’2 + 185q’3 + 73q’4 +2829q”+1636q1’ +3534q” +2169q12 
+ 125q’3+42q’4 + lSq’5 +740q1J+254q’4 + 1109q’3+427q14 
+8q’5 +45q’5 + 104q’5 
ayant un contact d’ordre k+ 1 avec d(x;q). En utilisant le langage de manipulation 
symbolique Maple [3], il devient alors facile de calculer ces approximations ucces- 
sives et d’en extraire les coefficients a,,(q) de x”/n!, donnes a la Table 4. Les q- 
analogues a,(q), e+&,(q) et e~zd, (q) de cette meme table ont Cte calcules a partir 
des formules (13)<15). 
Soulignons que ces techniques ’appliquent aussi pour les structures pond&es. 
Toutes les definitions et les resultats de ce texte ont une version pondtrte dont on peut 
trouver les enoncts p&is ainsi que les preuves detaillees dans [4]. Cela permet entre 
autre l’introduction de q-analogues pour les familles classiques de polynomes or- 
thogonaux [14] et fera l’objet d’un autre article [S]. 
3. Formules gidrales 
Notre point de depart pour l’etude formelle de nos q-analogues est une definition 
uniforme pour les deux series indicatrices proposee par G. Labelle dans [I 11. Celui-ci 
introduit d’abord une espece ponder&e, 
x,=x,,+x<*+ ..‘, 
dont les structures ont les singletons de poids ci, i> 1. Puis il considere une espece 
pond&e auxiliaire, 
F,=F(X,)=F(X,:,+X,,+ . ..). 
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Une Fg-structure est une F-structure dont chaque point de l’ensemble sous-jacent est 
muni dun poids choisi arbitrairement parmi les 5i; on peut ecrire F, = F x E,. Cela 
permet de definir les series indicatrices de cycles ZF et d’asymetrie rF dune espece 
quelconque F comme suit: 
ZF(xl, hqx3, . ..)=~&)L=l et &(x1, x2, x3, ...)=~t(xL1, 
06 & et F< sont les especes ((tilde)) et (( barre H associees a l’espece F,, et les variables xk 
et ti sont reliees par la famille d’tgalitts & = (t + <“, + (“, + ... , k3 1. En introduisant 
cette approche dans notre definition 1.2, on obtient les expressions suivantes pour les 
deux q-series associees d une espece quelconque: 
- 
F(x;q)=F5(x)/rx:=,l--q)qx~l et F(x;q)=Fg(x)ISx:=(l-4)4t-I. (16) 
Puisque seule la premiere de ces deux series est toujours positive, dans le sens du 
Theoreme 2.2, et que nous nous inttressons a l’aspect combinatoire des q-analogues 
obtenus, nous ne traiterons plus de F (x;q). A partir de maintenant, notre attention 
sera concentree seulement sur F(x;q) et fn(q). 
Proposition 3.1. Pour toute espece F on a: 
air E,, dbsigne l’espece des ensembles de cardinal ni et l’indice (5;’ (“2 ...) signijie que 
chaque (F x [En,. E,, . ..I) ?structure est munie du poids r;lry ... . 
(2) fn(q)=n!, c I q?l ,,.,,...$‘Cnll51’5”2’ ~.~l~x:=(~-q)q~-~, (17) 
II,>0 
n,+nl+...=n 
oit n30 etIO(, ,, .,,...,F[n] I dksigne le nombre d’orbites de l’action sur F[n] (par 
transport de structures) du groupe G,,, x G,, x ‘.., celui-ci ttant vu comme un sous- 
groupe de 6, qui agit indbpendamment sur des sous-ensembles disjoints de [n] de tailles 
nl, n2, . . . 
Preuve. (1) Utilisant le fait que l’espece E des ensembles satisfait E(A + B)= 
E(A). E(B) et se decompose suivant les cardinalites en E = 1 + El + E2 + ..., on a 
=Fxn(l+E1(x;;.,+E2(Xi,)+ ... +E,,( Ci)+ . ..) 
i> 1 
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et remarquant que toutes les structures considtrkes, pour n,, n2, . . . donnts, ont le 
m&me poids, on obtient 
F(X~!=Fxn,,.,,,,,+(E2):i+ ... +(EnJtl,+ . ..) 
ial 
=Fx c n,,n2,.... 20 
(E,,.E,,...)cc~E3...). 
c n, < cc 
Cela donne, en regroupant les termes suivant la somme des ni, 
F(X<)=x c Fx(E,;E,,...)(~;,~~...). 
n>tJ n,,nz,.. 80 
&,=tl 
Finalement, on considhe les espkces tildes assocites et on remarque que le poids 
c;‘<y . . . est commun A tous les types de F x (E,, . E,, . ..)(ir.,rT,,.,-structures. 
(2) A l’aide de la formule dCmontrCe en (l), on calcule la skie ghtratrice de 
l’espkce F< : 
&)= c c IF x ILEn, .En, ~..])w[n]I<~l<~~-~$. 
flB0 n,>O 
n,+n,+...=n 
Or selon la dkfinition de l’esptke tilde, 
IF x CJ%, . En, ..*lImCnll= 
(p~E,;&,...[n], sEF[n], G.EG,,, 
a.cp=cp et ~.s= s 
WE,, . En, *.. Cnl, SEF Cnl, 
(r=(T,,al12... EG,, x Gjnzx .a. et f~.s=s 
(T = LT,, on2 . . . E G”, x G,, x . . . ) 
sEF[n] et g.s=s 
ce qui donne, en utilisant le lemme du stabilisateur, 
l(F x L-En, . En, --~l)^[.ll=(n~,~2,..~).l~.,x~.,x ...I.l~~n,,n,,...,FCnll 
D’oh, d’aprh (16), 
= c c l%l ,,n,,...)~C~l15;‘5”2’~~l~,:=(l-9)4~“~”. 0 
II30 n. >, 0 
n,+n,+ . ..=?I 
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Dans la formule (17) il y a beaucoup de repetitions. En regroupant un maximum de 
termes, on obtiendra une expression de fn(q) comme combinaison lineaire des fonc- 
tions symetriques monomiales. 
Proposition 3.2. Pour toute esptke F on a: 
fn(q)= c tA(F)n!,mm(51, 52, ...)l~k:=(l-q)q~-~, (18) 
At-n 
oti tn(F) designe le nombre d’orbites des structures de l’espece F sous l’action du 
sous-groupe de Young GA du groupe symetrique, tn(F) = ) 0, F [n] 1. 
Preuve. Ce resultat est dQ A l’observation suivante: si (n, , n2, . . .)’ designe le partage 
sous-jacent g la suite (nI , n,, . . ), forme de la suite finie dtcroissante de ses termes non 
nuls, alors pour chaque paire de suites a support fini (nr, n2, . ..) et (ml, m2, . ..) on a 
(n,, n2, . . . )+ =(m,, m,, . ..)+ *l@(n,,n2 ,... )FCnll=l%,,m2 ,.._ )FIInll. (W 
Ainsi, en regroupant les coefficients de la formule (17) selon les partages 1 tels que 
(n r, nz, . ..)‘=I., on obtient: 
=nl 
‘4 c Io,FCnllmon~(41, 52...)lrx:=(1-4)4x~~. 0 
it-n 
Une etude plus raffinee de la formule (17) nous amenera, dans le Theoreme 3.5, 
a exprimer explicitement les coefficients de fn(q) en termes des nombres 
tn (F) = /On F [n] / et de coefficients entiers c, (2, i) qui ne dependent pas du choix de 
l’espece. Cette formule permettra une interpretation de la specialisation principale 
dans les fonctions symttriques monomiales. Pour arriver a cette nouvelle formule 
explicite, on utilisera les deux lemmes techniques qui suivent. 
Lemme 3.3. Si F est une esptce de structures, alors pour n30 on a 
f.(4)= c /o,k ,,..., k,)F[nl iE(k ,,..., k,)(q), 
ki > 0 
(k,, . . ..k.)E~owz~(n) 
air %?ow+(n) est l’ensemble des compositions de n (%?om#(O) = { @} et pour n ~0, 
~~~~(n)=((kl,...,k,)Is>O, hiEN**, hi+ ... +ks=n}), jOCk,,...,k,)F[n]I dbsigne le 
nombre d’orbites de l’action, sur F [n], d’un sous-groupe de 6, isomorphe au groupe 
Gk, x ... x Gk, et 
(I-qq)(l-q2)...(1-q”) 
E(‘l,.“,k,)(q)=q’~iki’-n (1 _qk,+ +k,)(l _qk,+ +k,) ... (1 _qkS). (20) 
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Preuve. Pour une suite A support fini (nl, n2, . ..). appelons (k,, k2, . . . . k,) la sous- 
suite de ses termes non nuls et, dans la formule (17), regroupons tous les monbmes 
~~,li$.~.<~;, 1<i,<i2< ... <is, qui ont cette m&me sous-suite d’exposants non nuls. 
D’aprh l’observation (19), tous ces monbmes ont le m&me coefficient, on peut done 
lcrire 
fn(4)’ c lCO(k,,...,k,)FCnlln!, c s:: ... 5f;l&:+q)p 
k,,+;, :$,=n l<i,<i,< <i, 
I,, 
et Poser E(k,,...,k,)(q)=n!~Cl~i,<r,<...ii, ST: ... ~~;)~,:=(I-~J~c~I. Or la transformation 
d’indices iI =jI + 1, in =jl +j, -t2, . . . . is=jl +j, + ... +j,+s permet d’effectuer la 
somme: 
c 4:: ..’ 5f:ls,:=(l--q)p 
l<i,<i,<...ii, 
@i’-‘yl _-4)n 1 =4 
(1-q kl+ ... +k.)(l _q’M ‘.. +k,) . . . (1 _qks)’ 
D’od le rksultat. 0 
b3IIIIM? 3.4. Les polyn6mes E(k,, ,,.,k,) du Lemme 3.3 posst?dent le dheloppement 
suivant : 
fl(n- 1)/Z 
E(k,,...,k,)(q)= 1 c 
(-l)lv\Rlqi, 
i=O R (ir,. .x,>c VSCn-11 
C{vlv~V}=i 
oi R(k, ,.._, k,)=(ks, k,+k,-1, . . . . k,+ ... +kz]. 
(21) 
Preuve. En posant RCk,,...,k,)={k,, k,+k,_l,...,k,+ ... +k,}, on peut r&$crire (20) 
comme suit: 
E~k,,,,,,k~)(q)=qC(rl~~R(k,. .A+ -q”‘)(l -q=) . . . (1 wqrn-s), 
oti {T1,tz, . ..) Z,-,}=Clll\{k,,k,+k,-1,..., ks+ ... +kl}=[n-1I\R(k,,...,k~). 
11 suffit alors d’effectuer le produit et de regrouper les termes suivant les diverses 
puissances de q pour obtenir la forme voulue. 0 
ThC?orkme 3.5. Pour toute espbce de structures F, on a la formule explicite 
f.(4)=n1nf1’2 ( c cn(12, i)t*(F))q’. 
i=O IFn 
(22) 
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Dans ce dbveloppement, les ~~(2, i), des entiers qui ne dependent pas de l’espece, sont 
donnb par 
cn(A, i)= c 
I(v)-l(lr) (-1) 9 
p,VtP:.,pa Y 
(p)+=L,vti 
oli P:” est l’ensemble de tous les partages en parts distinctes de taille c n, l(p) est le 
nombre de parts du partage u (l(O):= l), p u v ssi tomes les parts de u sont des parts de v, 
et (u> ’ est le partage sous-jacent a la composition de n formbe des marches de ,tt (voir 
Fig. 1). 
Preuve. D’aprls les Lemmes 3.3 et 3.4, on a 
od R(k,,...,k,)={k> k,+k,-1, . . . . k, + ... + k2 }. Utilisons encore l’observation (19) 
pour regrouper les coefficients ) Op,, . . ..k.) F [n] ) suivant le partage 2 sous-jacent A la 
composition de n. Cela donne 
(_l)lV\%,. A)/ IQ~F[~][~~, 
1 
Un partage p et ses marches Un partage v convenable 
Fig. 1. 
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la somme inttrieure portant sur toutes les compositions ( kl , . . . , k,) et les ensembles 
V qui satisfont 
(i) (kl,...,k,)+=/2, 
(iii) C V=i. 
VSV 
Nous allons montrer que cet ensemble d’indices de sommation est en bijection avec 
celui donnC dans l’tnond pour les c,(& i). Pour cela, on considkre les klkments de 
l’ensemble &k,,...,k,) comme ktant les parts d’un partage p. Puisque kl + ... + k, = n et 
ki > 0, 1 < i < s, ces parts sont distinctes et de taille < n: 
_ 
Camp(n) + P Z n, 
(k I,...,k,) H p=(k,+...+kZ> ... >ks+k,_,>k,). 
La composition (k, , . . . , k,) est done formite des ((marches)) du partage p (voir Fig. 1): 
(n-k, ~1-/&2, .‘., !-&-z-~L,-1,&1) c-l P=vl>PLz> ... >A-1. 
L’ensemble V doit contenir RCk,,...,k,); on l’obtient done en ajoutant des parts g p, de 
faGon i former un partage v en parts distinctes (de taille <n puisque T/G [n- 11). 
Ainsi 
vc [n-l] ++ VEP$,, 
R<k,, ._. k > E v ++ Pa V. > I 
La traduction des autres conditions est directe, 
<k 1, . . ..k.)+ =A ++ (p)+ =A, 
C{vlvEV}=i t, vFi 
et les cardinalit& d’ensembles se transforment en nombre de parts. q 
Corollaire 3.6. Si monn(i;l, (*, . . . ) dbigne la fonction symbtrique monomiale associbe au 
partage ;1 de n, alors 
n(n- 1112 
monA(51, 52, . . . )l~,:=(~-~jp=$- 1 cn& ih’, 
4 i=O 
les coe#icients c,(A, i) ttant ceux d$inis au Tht!ordme 3.5. 
(23) 
Preuve. L’introduction de variables formelles suppltmentaires associkes au partage 
A permet d’exprimer l’ttgaliti: des coefficients lorsqu’on developpe (18) et (22) en termes 
des divers tn= t,(F). q 
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Table 5 
Les premitres valeurs du q-analogue &&al 
n h(4) 
Dans la formule (18), les polynomes W,(~)=n!,mon,(5_,, t2, . . . )l~t:=(l_-q)qk+~ satisfont 
une recurrence: 
w,h)=C 4 l~l-P(~_ql~l-~)(~-~l~l-~)...(~_~l~l-P+~)~~\p(q), (24) 
p:A 
od p: /z signifie que p est une part de A et n\p est le partage obtenu de 1 en supprimant 
la part p. Cette recurrence est tres efficace pour calculer formellement les polynomes 
fn(q) en termes des divers tl = t,(F) et des puissances de q. Des tables ont et& calculees 
a l’aide du programme de calcul symbolique Maple. Nous en presentons les premieres 
valeurs dans la Table 5. Remarquons que la table plus complete don&e dans [4] 
suggere l’existence d’une serie formelle ((gknbriqueo contenant l’information pour 
toutes les cardinalites: 
Nous terminons en donnant une formule, et un probleme, a saveur bijective. Dans [4] 
on montre que 
oti F,( fV) dtsigne l’ensemble des orbites de l’action du groupe symetrique sur 
F [n] x IV”, F [n] etant l’ensemble des F-structures sur [n]. On decrit de facon plus 
suggestive F,(A) en disant qu’il s’agit des mots F-structures de n lettres sur un 
alphabet A [7], ou encore des types de F-structures A-colorees. L’equation (25) 
suggere alors l’existence d’une bijection entre l’ensemble des types color&s de F- 
structures et les couples form& d’un partage d’entier en n parts 2 0 et d’un type color& 
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((sptcial)). Une telle bijection pourrait fournir un klairage nouveau sur la combina- 
toire des polynGmesf,(q). Nous n’avons malheureusement pas de candidat pour cette 
bijection et laissons ce problkme ouvert. 
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